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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Основной объект работы — ядро уравнения теплопроводности (heat kernel):

h(τ, x, y) = ⟨x| e−Ĥτ |y⟩ , ∂τh(τ, x, y) = −Ĥh(τ, x, y),

где Ĥ = −D̂µD̂µ + V (x), D̂µ = ∂µ +Aµ(x), h(0, x, y) = δ(x− y). Функция
h(τ, x, y) имеет несколько приложений в квантовой теории поля:
• Можно получить представление для функции Грина в теории с

лагранжианом L = (Dµϕ(x))
∗
(Dµϕ(x)) + V (x)|ϕ(x)|2:

G(x, y) = ⟨x| Ĥ−1 |y⟩ =
∫ ∞

0

dτ ⟨x| e−Ĥτ |y⟩ =
∫ ∞

0

dτh(τ, x, y).

• Можно вычислять дзета-функцию оператора Ĥ:

ζH(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0

dτ τs−1

∫
ddx lim

y→x
h(τ, x, y),

а значит и функциональный детерминант:

det Ĥ = e−ζ′
H(0).
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Разложение по производным

Один из приближенных методов вычисления ядра h(τ, x, y) — это
разложение по производным фоновых полей V (x) и Aµ(x), которые
предполагаются медленно меняющимися (Vassilevich D.V. Heat kernel expansion:
user’s manual, 2003). Такое разложение имеет следующий вид для
рассматриваемого оператора Ĥ:

h(τ, x, y) =
1

(4πτ)d/2
exp

{
− z2

4τ
− zµAµ(x)− V (x)τ

}( ∞∑
n=0

bn(x, y)

)
,

где zµ = (x− y)µ. Коэффициент bn(x, y) представляет собой полином по
V (x), Aµ(x) и по производным этих полей, однако в каждом слагаемом
этого полинома оператор дифференцирования ∂µ встречается ровно n раз.
Если ввести масштаб LX , на котором значительно меняются функции Aµ(x)
и V (x), то bn(x, y) ∼ ϵn, где ϵ = L/LX ≪ 1. Параметр L — это максимальное
расстояние |x− y|, рассматриваемое в задаче.
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Идея метода разложения по производным

Функция h(τ, x, y) является решением уравнения теплопроводности:

∂τh(τ, x, y) = −Ĥh(τ, x, y).

С помощью параметра ϵ определим "быстрые" переменные vµ ≡ xµ и
"медленные" переменные Xµ ≡ ϵxµ. Производные в уравнении
теплопроводности перепишутся следующим образом:

∂µ =
∂

∂vµ
+ ϵ

∂

∂Xµ
.

Наш метод работает в предположении, что поля Aµ(x) и V (x) являются
функциями только переменных Xµ:

Aµ(x) = Aµ(X/ϵ) ≡ Ãµ(X),

V (x) = V (X/ϵ) ≡ Ṽ (X).
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Идея метода разложения по производным

Производные полей будут пропорциональны ϵ:

∂µÃν(X) =

(
∂

∂vµ
+ ϵ

∂

∂Xµ

)
Ãν(X) = ϵ

∂

∂Xµ
Ãν(X),

∂µṼ (X) =

(
∂

∂vµ
+ ϵ

∂

∂Xµ

)
Ṽ (X) = ϵ

∂

∂Xµ
Ṽ (X),

что позволяет разложение ядра h(τ, x, y) по производным искать в виде
разложения по параметру ϵ:

h(τ, x, y) =

∞∑
n=0

ϵnh(n)(τ, x, y).

В каждом порядке по ϵ получается несложное уравнение с правой частью,
которое может быть решено преобразованием Фурье по переменным vµ.
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Результат для разложения по производным

В результате для разложения вида:

h(τ, x, y) =
1

(4πτ)d/2
exp

{
− z2

4τ
− zµAµ(x)− V (x)τ

}( ∞∑
n=0

bn(x, y)

)
,

мы получаем явные выражения для коэффициентов bn(x, y):

b0(x, y) = 1,

b1(x, y) =
1

2
τzµV,µ(x) +

1

2
zµzνAµ,ν(x),

b2(x, y) = −1

6
τ2V,µµ(x) +

1

12
τ3V,µ(x)V,µ(x)−

1

6
τ2Aµ,ν(x)Aν,µ(x)

+
1

6
τ2Aµ,ν(x)Aµ,ν(x)−

1

6
τ2zµV,ν(x)Aν,µ(x) + · · · ,

где zµ = (x− y)µ, V,µ(x) ≡ ∂µV (x), Aµ,ν(x) ≡ ∂νAµ(x) и т.д.
Заметим, что z2 ≲ τ .
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Эволюционные уравнения

Описанный нами метод может применяться для получения приближенных
решений различных эволюционных уравнений.
Пример 1
Для уравнения Фоккера-Планка:

∂tG(x, t; y) = ∂x [a(x)G(x, t; y)] + µ∂2
xG(x, t; y),

с медленно меняющейся функцией a(x) мы получили функцию Грина 2-го
рода:

G(x, t; y) =
1√
4πµt

exp

{
− (x− y + a(x)t)2

4µt

}[
1 +

1

2
a′(x)t+

+
a′(x)

4µ
(x− y)(x− y + a(x)t) +O(ϵ2)

]
.
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Эволюционные уравнения

Пример 2
Для нестационарного уравнения Шредингера:

i∂tG(x, t; y) +
1

2m
∂2
xG(x, t; y)− V (x)G(x, t; y) = 0,

с медленно меняющимся потенциалом V (x) мы получили функцию Грина
2-го рода G(x, t; y) = ⟨x| e−iĤt |y⟩. С помощью функции Грина мы получили
разложение по производным потенциала V (x) для квантово-механической
стат. суммы:

ZQM (T ) =

∫
dx ⟨x| e−iĤT |x⟩ =

∫
dx

e−iV (x)T√
2πiT/m

{
1 +

T 2

24m
V2+

iT 3

1152m2
V4 +

7T 4

5760m2
V 2
2 +

31T 6

967680m3
V 3
2 +

iT 5

362880m3
V 2
3 +

iT 5

15360m3
V2V4 −

T 4

82944m3
V6 +O(ϵ8)

}
,

где Vn ≡ ∂nV (x)/∂xn.
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Асимптотика при малом времени

Существует другое приближение для ядра h(τ, x, y) — разложение по
степеням малого собственного времени τ = εT0, ε ≪ 1:

h(τ, x, y) =
1

(4πτ)d/2
exp

{
− z2

4τ

}( ∞∑
n=0

an(x, y)τ
n

)
.

Предлагаемый нами метод получения разложения по малому времени
основан на следующем представлении ядра h(τ, x, y) (Nepomechie R. I.
Calculating heat kernels, 1985):

h(τ, x, y) =
1

(4πτ)d/2
e−z2/4τ

∫
ddq

πd/2
e−q2e−Ĥτ−z·D̂−2i

√
τq·D̂1,

где zµ = (x− y)µ, и операторы действуют на 1, стоящую справа.
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Введение Разложение по производным Асимптотика при малом времени Заключение

Идея метода разложения по малому времени

Чтобы получить разложение по τ , "отфакторизуем" оператор e−z·D̂:

h(τ, x, y) =
1

(4πτ)d/2
e−z2/4τe−z·D̂

∫
ddq

πd/2
e−q2L̂(1)1,

где L̂(γ) = eγz·D̂e−γ(τĤ+2i
√
τq·D̂+z·D̂) — оператор, который можно

представить в виде ряда по параметру α ≡
√
τ :

L̂(γ) = L̂0(γ) + αL̂1(γ) + α2L̂2(γ) + · · · ,

а затем составить дифференциальные уравнения (по γ) на каждый L̂n(γ):

L̂′
0(γ) = 0,

L̂′
1(γ) = −2iqµe

γz·D̂D̂µe
−γz·D̂L̂0(γ),

L̂′
2(γ) = −eγz·D̂Ĥe−γz·D̂L̂0(γ)− 2iqµe

γz·D̂D̂µe
−γz·D̂L̂1(γ), ...
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Результат для асимптотики при малом времени

Решая уравнения и учитывая следующие начальные условия:

L̂0(0) = Î , L̂1(0) = 0, L̂2(0) = 0, ...

получаем разложение следующего вида:

h(τ, x, y) =
e−z2/4τ

(4πτ)d/2
e−zν

∫ 1
0
dθAν(x−θz)

[
ã0(x, y) + τ ã1(x, y) +O(ε2)

]
,

где ã0(x, y) = 1 и:

ã1(x, y) = zα

∫ 1

0

dθ θ(1− θ)∂µFαµ(xθ) + 2zαzβ

∫ 1

0

dθFαµ(xθ)×∫ θ

0

dθ1 θ1Fβµ(xθ1)− zαzβ

∫ 1

0

dθ1 θ1Fαµ(xθ1)

∫ 1

0

dθ2 θ2Fβµ(xθ2)−
∫ 1

0

dθ V (xθ),

где (xθ)µ = yµ + θzµ, Fαβ(x) = ∂αAβ(x)− ∂βAα(x).
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Заключение

• Развит метод нахождения приближенных решений эволюционных
уравнений с медленно меняющимися коэффициентами. Применение
этого метода было рассмотрено на следующих примерах:
◦ Разложение по производным медленно меняющихся фоновых полей

для ядра уравнения теплопроводности ⟨x| e−Ĥτ |y⟩, где
Ĥ = −D̂µD̂µ + V (x).

◦ Уравнение Фоккера-Планка с медленно меняющимися
коэффициентами.

◦ Уравнение Шредингера с медленно меняющимся потенциалом.
◦ · · ·

• Также для ядра уравнения теплопроводности развит альтернативный
метод получения асимптотики при малых собственных временах τ .
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